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協働実践研 究 プロジェク ト 「数学 的 リテラシー」 では,数 学的 リテ ラシー を育 む教材 を開発 し,実 践 ・
省 察す る ことを 目的 とす る。本稿 で は,数 学的 リテ ラシー の概 略 を述 べ,PISA2012の結果 を踏 まえて,
本 プロジ ェク トで 開発 した数理ゲーム を題材 とした4つの教材 について,授 業実践 の報 告 とその省察 を行
う。
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1.はじめに
1.1数学的リテラシーと数学的プロセス
PISA型カリキュラム開発 「数学的 リテラシー」の授
業では,PISAが提唱する数学的リテラシーを育むため
の教材の研究 と開発を行っている。 この授業では,PISA
調査の示す結果をもとに日本の数学教育の現状 と課題を
見出 し,それを改善するための方策として,PISAの提
唱する数学的プロセスを基盤 とする授業の研究 と,子 ど
もたちに興味 ・関心を抱かせるような題材の提案を行っ
てきた(前 川ほか,2015)。この研究において我々が重
視 しているのは,現実 と数学 との結びつ きや数学の有用
性が実感できるような教材を開発することである。
「リテラシー」とは,元 々識字 を意味する語で,そ こ
か ら転 じて,読み書 き ・計算能力や,与 えられた材料か
ら必要な情報を引 き出し,活用する能力の意味 として使
われている。これをPISAでは,「知識の評価だけでな く,
熟考する能力や知識や経験 を現実世界の課題に応用する
能力 も含む,幅広い概念」 として拡張的に捉え,数学的
リテラシーを次のように定義 している。
「様々な文脈の中で定式化 し,数学を適用 し,解釈す
る個人の能力であり,数学的に推論 し,数学的な概念 ・
手順 ・事実 ・ッールを使って事象を記述 し,説明し,予
測する能力を含む。これは,個人が世界において数学が
果たす役割を認識 し,建設的で積極的,思慮深い市民に
必要な確固たる基礎に基づ く判断と決定を下す助けとな
るものである」(国立教育政策研究所,2012)。
PISAでは,こ の定義に沿って,現 実世界 と数学の世
界 との往 還 を行 う体系 と して 図1の よ うな 「数学的 プロ
セス」 を提唱 している(OECD,2010)。
図1.数 学的プロセス
まず,現 実世界の課題 として問題 を設定する。次に,
その問題に対 して,定式化 ・モデル化 を行い数学の問題
へ と変換する。そして,数学の公式や定理 を適用 し,解
決することで数学の解を導 く。 ここで導かれた解に解釈
を加えることで,現実の文脈に即 した解を得る。最後に,
文脈に即 した解が最初に設定 した問題の解 となっている
かを評価する。 この流れに沿って現実 と数学の世界 との
往還を行 うことを数学的活動 と捉え,こ のような授業 を
行 うことは,生徒が数学を学ぶことの楽 しさや有用性 を
感 じられる契機にもなると考える。
PISA2012調査では,数 学的リテラシーに関 して,日
本の平均点は536点とOECD平均の494点よ り上位の
結果であったものの,質 問紙調査においては情意面に関
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してOECDの平均を大 きく下回る結果が示 された(国
立教育政策研究所,2013)。この情意面に関する調査結
果は,2003年から2012年までにい くらか改善 している
が,小 寺(2007)が「日本の子 どもたちは数学の知識
や技能の面では世界 トップでありなが ら,数学への興味
も応用への関心 も乏 しい」 と指摘するように,子 ども達
の数学に対する興味 ・関心を高めていく対策を講 じる必
要がある。
そこで我々は,「どのような授業 によって,生 徒に数
学における興味 ・関心の向上を促すことができるか」 と
いう課題を設定 し,それを解決するために 「数理ゲーム」
を題材 として教材開発を行った。次に数理ゲームについ
ての説明とその扱い方について述べる。
1.2数理ゲーム
本稿における数理ゲームとは,数学的な思考 を用いて
取 り組むゲームのことを指す。これまで様々な数理ゲー
ムが 「数学遊戯」 として秋山 ・中村(1998)などによ
り研究が されてきた。数理ゲームには数学的な側面のみ
ではなく,遊びとしての面白さが潜んでいる。この面白
さと数学的な性質を授業において相互に関連づけること
により,子 ども達に数学に対する興味 ・関心の向上を促
すことができると考える。
また,高 等学校学習指導要領においても 「数学活用」
の科 目では,数学的活動や思索することの楽 しさなどに
焦点を当てることが企図されている。 ここで目標 とされ
ている,「数理的なゲームやパズルなどを通 して論理的
に考えることの良 さを認識 し,数学 と文化のかかわりに
ついて理解する」(文部科学省,2009)という観点か ら
見ても,数理ゲームは我々の設定 した課題を解決するこ
とが期待され,数学的に価値があるものであることがわ
かる。
今回我々が取 り上げた数理ゲームの教材化では,現実
世界の事象を,数学を活用 して考察できることを実感で
きるような授業 として構成することを留意 した。数理
ゲームを題材 とする数学的活動を,数学的プロセスの中
に位置づけ,特 に数学的にモデル化された問題を数学的
に 「解決」 し,得 られた数学的な解に 「解釈」を加えて
現実に即 した解を得る過程を重視 した。
2.1ハノイの塔(藤 田)
本実践は2016年3月15日に福井県立丸岡高等学校2
年1組 普通科の男子25名,女子10名の合計35名を対
象に,高 等学校数学B「数列」の通常授業のうちの1コ
マ(45分)と して行った。なお,扱 っている教科書は
数研出版 「新編 数学B」(大矢ほか,2012)である。
このクラスは普通科の理系クラスであるため,授業で
の数学に対する意欲は高 く,疑問に思ったことに対 し積
極的に発言をする姿勢が見受けられる。授業実践では生
徒たちの意欲的な姿勢を積極的に利用 し,「ハノイの塔」
を題材に,具体的な操作を通 して数列の漸化式について
体験的 ・視覚的に理解することを目標 とする。
2,1.1ハ ノイの塔
ハ ノイの塔 とは,1883年にフラ ンス のE.リ ュカが
発 明 したゲー ムで ある。 図2の ように3本 の棒 の うち1
本 に円盤が大 きい ものか ら順 に重 ね られている。 この円
盤 をルールに従 って動 か し,他 の棒 に移動 させ るゲーム
である。 ルールは,以 下 の通 りである。
図2.ハ ノイの塔
1.1回に動かせ る円盤は1枚である。
2.大 きな円盤 を小 さな円盤の上に重 ねることはでき
ない。
表1.円盤の枚数と最小移動回数の関係
円盤の枚数 1 2 3 4 n
最小移動回数 1 3 7 15 an
2.教材開発 ・授業実践および省察
今回教材 として提案するのは 「ハノイの塔」「帽子の
パズル」「モンティホール問題」「ISBN」の4つ である。
それぞれ藤田,竹 内,土 田,間庭が教材の研究 と実践を
行った。本研究では,数理ゲームを題材 として取 り上げ,
ゲームに潜む数理を捉える過程で,数学的な思考や既習
知識の活用を促す ような問題設定を行い,授業の構成を
数学的プロセスに位置付けることを意識 して教材開発を
行った。
円盤 がn枚 の と きの 最小 移 動 回 数 をanと 表 す と,
an=2n1であ るこ とが知 られ てい る(表1)。 本 実践 で
は数列1,3,7,15,… の一般項 を求め るために,階 差
数列 を用 いる方法 と漸化式 を用 いる方法 との2つ の解法
を考 える。
ハ ノイの塔 を用 いた数学 の授業 は,こ れ までに も多 く
の先行研究が あ り,ハ ノイの塔が掲載 されている数学 の
教 科書 もあ る。啓 林館 「数 学B」(高 橋,2012)では,
漸化式 の導入 としてハ ノイの塔が扱 われてお り,ま た啓
林館 「数学活用 」(根上,2012)では,ハ ノイの塔 の最
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小手数の数学的帰納法による証明や,状 態推移図が解説
されている。
2.1.2授業構成
本時の内容は数学Bに おける漸化式の応用 として位
置づけた。本時の目標は,次 の2つ である。
1.ハ ノイの塔 を利用 して,階 差数列や漸化式につい
て考 えようとする。
2.ハ ノイの塔 の最小移動 回数の数列 に関 して,階 差
数列 の式 や漸化式 を立て,移 動回数の一般項 を求
めることができる。
図4.配 布 したワークシー トとハノイの塔
本時の時点では,数学的帰納法が未習であることや生
徒の習熟度などを考慮 し,階差数列や漸化式を用いてハ
ノイの塔の移動回数の一般項 を導 くことのみを目指す。
その回数が最小になることの証明は,数学的帰納法の学
習時に扱 う構成であるため、本時ではクラス内で最小回
数で演示できたものを最小回数 としている。
本授業は数学的プロセスに基づいて展開を構成 した。
「ハノイの塔 を移動 させる」 という現実の問題に対 し,
「円盤がn枚 のハノイの塔の最小移動回数anの一般項を
求める」 という数学の問題を抽出する。この問題に対 し
て,階 差数列や漸化式を用いてan=2"-1という解を得
て,最後に解釈 ・評価 として,得 られた解をハノイの塔
を実際に操作することによって実証する。
2.1.3授業実践
は じめに,ハ ノイの塔 につ いてのルールを説 明 し,円
盤 が1枚 か ら3枚 までの最小 移動 お よび その 回数 を教
師が黒板上 で演示 した(図3)。
図3.授 業風景1
次 に,生 徒一 人一人 に図4に 示 した ワー クシー トと,
円盤 を正方形 の紙 で見立 てたハ ノイの塔 を配布 して,実
際 に生徒 にワークシー トの上 で動 か して,円 板が4枚 の
ときの移動 回数 を調べ させ た(図5)。
円盤の移動 に関して難 しさを感 じている生徒はお ら
ず,ほ とんどの生徒が最小移動回数の15回,も しくは
次に少ない17回で移動させることができていた。生徒
を一人指名 して,黒 板で演示をさせ,15回が最小 回数
であることを共有 した。
図5.授 業風景2
次 に5枚 の ときの最小移動 回数 を推測 し,な ぜ その回
数 になる と思 うのか,理 由を含 めて述べ て もらった。
生徒 の予想 は31回 で全 員一致 したが,5枚 の と きの
最小 移 動 回数 を31回 と推測 した理由 を生徒 に聞 くと,
主 に2つ の考 え方が 出た。1つ 目は,最 小移動 回数 の数
列1,3,7,15,… の 階差 を取 る と,2,4,8,… と2
の累乗の階差数列であるので,4枚 と5枚 の間には16回
の差が あ る と推 測 し,5枚 の移 動 回数 は15+16=31
回である とい う考 え方 であった。 クラスの大半 の生徒 は
この考 えであった。2つ目は,最小移動 回数 の数列1,3,7,
15,… の連続す る2つ の項 の関係が,前 の項 に2を かけ
て1を加 える関係で あるので,5枚 目の移動 回数は15×
2+1=31回 であ る とい う考 えで あった。後者 の考 え
方 を したのはクラス内で2人 しかいなか った。
そ こでn枚 の ときは どうなるのか と発問 を して,次
の課題 を提示 した。
円盤がn枚の ときの最小移動回数anを求める
n枚のときを考える上でn=5で推測 した考え方を数
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式に表すことができないかと発問したが,数 式を立てた
生徒はいなかった。そのため,1つ 目の考え方は階差数
列,2つ 目の考 え方は漸化式であると教師が補足を し,
再びこの2つの考えを式にするとどうなるかという問い
かけをした。この問いかけに対 し生徒たちは,2つの式
を立式 し,解 きやすい方を自ら選択 して一般項anを求
めることができた。
業時間の構成について課題が残った。
(3)に関しては,本 時ではハノイの塔の最小移動回数
に関して取 り上げたが,動 き方などにも性質があり,そ
れに生徒が気付 くことで,よ り多 くの考え方ができるの
ではないかと考える。
授業後に実施 したアンケー トの結果を示す(表1,2)。
表1.ア ンケー ト結果1
1.階 差数列を用いた式お よびその解法
階差数列 はbn=2nより,
一般項anはn≧2の とき
ハ　　
an・al・2k
k-1
=1+2(2"-1-1)(等 比 数 列 の 禾口)
‐nn‐1
n=1の と きal=21-1=1よ り成 立 す る 。
2.漸 化 式 を 用 い た 式 お よ び そ の 解 法
an+1=2an+1al=1
こ れ を 変 形 す る と,
an+i+1=2(a　+1)
a　+1=砺 と お く とb,=2
Un+1‐2C」n
つ ま り 数 列{bn}は 初 項2,公 比2の 等 比 数 列 で あ る
の で,Un=2nで あ る 。
an+1=Unよ り,an=2η 一1
最後 に,求 め た解an=2n-1が実際 の解 と合 ってい る
のか を,推 測 したn=5の ときに α5=31であるこ とを確
認 し,31回 を実際 にハ ノイの塔 を移動 させ る ことで実
証す る ところまでが本 時の内容 であったが,時 間の関係
でこの活動 は行 うこ とが で きず,各 自で空 いている時間
を利用 して確 かめてみ ようと伝 えて授業 を終 えた。
2.1.4考察
授業を終え,参観 してくださった高校の先生方や大学
院生 との研究協議や助言により,大 きく3つの反省点が
挙げられた。
この授業 を通 して,数 学に興味 を持 ったか。
あてはまる 15人(46.9%)
ややあてはまる 17人(53.1%)
ややあてはまらない o(o%)
あてはまらない o(o%)
表1よ り,ク ラス 全体 の100%(32人中32人)の 生
徒が あてはまる,や やあては まる と解答 している ことか
ら,こ の実践 を通 して生徒 に数学へ の興味 を持 たせ る こ
とので きる教材 であった と考 える ことが で きる。
(1)最小であることに納得がいかない生徒がいる。
(2)実証の全体共有がほしい。
(3)ハノイの塔で自由に遊ぶ時間がなかった。
(1)に関しては,数学的帰納法を用いて今後の授業で
証明する構成であったが,本 実践 自体を,数学的帰納法
を扱った後で行った方が よかったと考える。生徒の中に
は 「なんでこの数が最小になるんや」 という声をもらす
ものもお り,クラスの中で最 も少ない回数で移動できた
回数を最小 と確認するだけでは納得できない生徒がいる
ことがわかった。
(2)に関しては,時 間の関係で実証を行 うことができ
なかったのだが,実 証の時間を確実に確保するための授
表2.ア ンケー ト結果2
この授業 を通 して,自 分が持 っている
数学の知識を使うことが得で きたか。
あてはまる 13人(40.6%)
ややあてはまる 13人(40.6%)
ややあてはまらない 6人(18.8%)
あてはまらない 0人(0%)
また表2より,ク ラス全体の約81%(32人中26人)
の生徒があてはまる,や やあてはまると解答 しているこ
とや,ほ とんどの生徒がワークシー トに階差数列 または
漸化式を用いて立式できていることから,本時の目標で
ある 「ハノイの塔の最小移動回数の数列に関して,階差
数列の式や漸化式を立て,移動回数の一般項を求めるこ
とができる」は十分達成できたと考える。
また自由記述の欄には,「数学はいろいろな考え方が
あっていろいろな導 き方があることはおもしろいことだ
と思いました」 という意見 もあった。2つの解法を用い
て一般項を求めたことで,解法の多様 さに対 しても興味
を持たせることができたと考える。
以上のことから,ハ ノイの塔を題材 とした本実践は,
生徒の数学に対する興味 ・意欲 を喚起することができた
こと,またハノイの塔を用いることにより,現実 と数学
のつなが りについて,実感を伴った形で理解が深 まった
ことも成果 として挙げられる。
2,2帽子のパズル(竹 内)
本実践 は2016年2月27日に福井市光陽中学校3年生
34名を対象に,土 曜日に行っている補習の授業時間に,
1コマ(60分)の特別授業として行った。今回授業に参
加 した生徒は,既に私立高校の推薦入試を合格 してお り,
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数学の得手不得手は様々であるが,授 業を受ける姿勢は
意欲的である。
帽子のパズルは数学的な思考を必要 とする論理パズル
である。普段生徒たちの学ぶ数学の印象 とは大 きく異な
るが,パ ズルを解 く論理的な思考の中に数学の考え方が
潜んでいることを実感することができると考え,こ れを
題材 として取 り上げ,授業実践を試みた。
2.2.1帽子のパズル
帽子 のパズ ル とは,論 理パズ ルの1種 で,そ れぞれお
互 い にかぶ ってい る帽子 の色 を もとに 自分 のか ぶ って
い る帽子の色 を当て る とい うものである(ガ ー ドナー,
1992)。パズ ルを解 くにあ たって,解 答者 が予 め知 り得
ている情報 は,赤・白いずれかの帽子(以 下,赤帽子 をR,
白帽子 をWと 表す)を かぶる とい うこと と,帽 子が そ
れぞれい くつ あるか とい うことである。 この時,以 下 の
条件が課 されている。
例 えば,教 師 と生徒(a)の2人 で このパ ズル を行 う
場合 のゲームの流 れは,図6で 表 される。 この場合,使
われる帽子 はR×2,W×1と する。
は じめに生徒 の ター ンとす る。教 師のかぶっている帽
子 がWで ある場合,使 われる帽子 はR×2,W×1に 限
られ るこ とか ら,生 徒(a)は 自分 のかぶ ってい る帽子
はRで ある と即座 に判断する ことがで きる。
教 師の帽子がRで あった場合 は,この時点で は自分(a)
の帽子 はRと もWと も判 断 はつか な い。 そ のため,a
は 「わか らない」 と答 える しかない。次 に教 師の ター ン
となる(条 件cに よる)。教 師か ら見 る と,aの 帽子 が
Wの 場合 は,aの 「わか らない」 とい う発言以前 か ら自
分(教 師)の 帽子がRで あるこ とはわか ってい た。aの
帽 子がRの 場 合 は,aの 発 言が なけれ ば 自分(教 師)
の帽子 を知 る手掛 か りは ないが,も しaが 「わかった」
と答 えたな ら,そ れは 自分(教 師)の 帽子がWで ある
こ とを意味 し,aが「わか らない」と答 えたな ら,自分(教
師)の 帽子 はRで あ る と判断で きる。 いず れの場合 に も
教 師は 「わかった」 と答 える ことになる。
次に生徒 の2回 目の ター ンとなるが,教 師の 「わかっ
た」 とい う発言 は,初 め か らわか ってい たのか,aの1
回 目の回答 を聞いてか らわかったのかを区別す る手立 て
はないので,aは 最後 まで 自分 の帽子 が分か らない まま
ゲームを終 える ことになる。
この考 え方 は人数が3人,4人 と増 えて帽子の個数が
変 わって も同 じように考 える ことが で きる。 なお,ガ ー
ドナ ー(1992)は,こ のパ ズ ル をn人 の場合 に拡 張 し
て数学 的帰納法 と関連付 けて解説 しているが,人 数が多
くなる と各人が得 られる情報 を測 る ことが,極 めて難 し
くなる。
2,2.2授業構成
本 時の 目標 として,次 の2点 を設定 した。
・論理的に考え,消 去法 を用いて問題を考察す ること
がで きる。
・自分の見出 した方法や考えを,根拠が伝 わるように
わか りやす く表現できる。
図6.帽 子のパズル(2人ver.)
帽子のパズルは数学的プロセスにおける「現実の問題」
がパズル(数学の問題)と して初めから定式化 されてい
ると考えられ,主 に 「解を得る」過程 と,得 られた解の
「解釈(吟 味)」に焦点を置いた授業を構成 した。
生徒たちは,パ ズルに潜む数理についての理解 を深め
る活動を行 うことで,数学的な力を身に着けることがで
きると考える。この時,「どの ように考えると辻褄が合
うか」を互いに話 し合わせることで数学的な思考 を促す
のが狙いである。論理パズルでは,この 「数学的な思考」
を行 うきっかけとして有意な影響 を与えるものと捉えて
いる。
2,2.3授業実践
今 回の実践 で は,2人ver.の説明で ルー ル と考 え方 の
確認 を行 い,3人ver.をグループで実験 させ る授業構成
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を考 えた。 こ こで,2人 ・3人ver.の考 え方 の説 明は,
野崎 ・安野(1984)の絵本 を参考 に した。
始 めに,今 回の授業 では 「帽子 のパ ズル」 を取 り上 げ
るこ とを伝 え,ル ールの説 明を行 った。 まず帽子 の数が
R×2,W×1の2人ver.を,2人 の生徒 に前 に出て演
示 の手伝 いを して もらいなが ら,ク ラス全体 にパ ズルの
流 れ を示 した(図7)。 ここで,帽 子 のパズ ル を考 える
際 に 「配 られる帽子 の色⊥ 「色 ご との帽子 の数」が知 り
得 る情報 として必要 になるこ とを確認 した。
図7.帽子のパズルの説明
そ して次 にグループワーク として,生 徒 らに3人ver.
の帽子 のパ ズルに取 り組 んで もらった。今 回の授業 では
4人班 を構成 し,帽 子 を配 る1人 と帽子 をかぶ る3人 を
分担 す る よ う指示 した。 この時,配 られ る帽子 はR×
3,W×2の5つ である。今 回の実践 を行 うにあた って,
教具 として,帽 子 のイラス トが描 かれたカー ドを用意 し
た。 カー ドは,帽 子 のイラス トが描 かれた画用紙 をプラ
スチ ックケ ースに入 れて作成 した。 この カー ドを図8の
よ うに自分 には見 えない よう頭上 に掲 げ,帽 子 をかぶ っ
ている と想定 して,パ ズルを考 え させ た。
図8.各班で帽子のパズルに取り組む
ここで,3人 でパ ズル を行 う場合 のゲームの流れ は以
下 の通 りである。a,b,cの3人 が帽子 をかぶ り,a,b,
cの順 に答 える とす る。b,cの かぶ ってい る帽子が共 に
Wで ある場合,aは 自分(a)の かぶってい る帽子はRで
あると即座 に判断することがで きる。
一 方b,cの いず れかがRの 帽子 をか ぶってい る場合
は,aは 「わからない」 と答 える しかない。次 にbの ター
ンとなる。bか ら見 ると,aとcがWの 場合 は,aの 「わ
か らない」 とい う発 言以前 か ら自分(b)の 帽子がRで
ある ことは既 に わかって いた(a:w,b:R,c:W)。また,
aがR,cがWの 場合,aが 「わか った」 と答えたなら自
分(b)はWで あ り,aが 「わか らない」 と答 えたな ら
自分(b)はRで あ る と判 断で きる。一 方,aがWでc
がRの 場合,aが 「わか らない」と発言 してもbは 自分(b)
の帽子の色 を決定す ることはで きない。 また,aとcがR
の場合 も同様 にbは 「わか らない」 と答 えるしかない。
そ してcの ターンに移 る。 も し自分の ター ンまで にa
かbど ち らかが 「わか った」 なら自分(c)はWと 判 断
で き,aもbも 「わか らなか った」 な ら自分(c)はR
と決定 す る ことが で きる。 この時,cはa,bの 帽子が
見 えてい な くて もよ く,a,bの 発言 だ けか ら自分(c)
の帽子 を判 断す る ことが で きる。
1回のゲームが終 わる ごとに,生 徒 には 「どう して 自
分 の帽子 の色 を当てるこ とが で きたのか」 をお互 いに説
明 させ た。 その際 パ ズルが解 けた生徒 か らどう考 える
と帽子 の色が分 かるかを聞 くことで,解 けなかった生徒
の理解 を助 ける とい う場面が見 られた。 また この時,生
徒 らは検討 しなが ら自然 に,「00(生 徒名)の 発言 を
聞いて わかった」,「そ れ を聞い て(自 分 の帽子 の色 が)
わかった」 と鍵 になった情報 を交換す るな ど,各 場合 ど
の ように考 える と正解 で きるか を積極 的に検討 している
様子が 見 られた。
班 ごとに帽子のパズ ル を20分 ほど行 った後 自分 の
解答順 が一番 最後の人(c)の 思考 プロセスについ て全
員 で検討 した(図9)。
この時,生 徒 はワークシー トに沿 って想定 される場合
を検討 していった。 このワークシー トにそれぞれの場面
における帽子 のパ ター ンを記入す る ことで,帽 子 のパ ズ
ルの 「早見表」が 出来上が る。
図9.思考プロセスの検討
最後にまとめとして,改 めて今回帽子のパズルに取 り
組んでもらった意図を説明し,帽子のパズルに数学がど
うかかわっていたか,数学をどう生かす ことができるか
を生徒に伝え,本 時の授業を締めくくった。
2.2.4考察 とア ンケー ト結果
生徒 に対 して行 ったア ンケー トの結果 を もとに,本 実
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践について検討する。
まず,「授業 を受けて,興 味 を持てる内容だったか」
という質問に対 して,表3の ような結果が得 られた。
表3.ア ンケー ト結果1
興味を持てる内容でしたか?
1.たいへん興味 を持てた 30人(88.2%)
2.少し興味 を持 った 4人(11.8%)
3.あま り興味を持てなかった 0人(0.0%)
4.まった く興味 を持てなかった 0人(0.0%)
集計の結果 クラス34名すべての生徒が 「たいへん
興味を持てた⊥ 「少 し興味を持てた」 と回答 しているこ
とか ら,帽子のパズルは興味を喚起 させる題材であると
考えることができる。
次に,「帽子のパズルに取 り組んでみて,論 理的な思
考ができたか」 という質問については表4の ような結果
となった。
表4.ア ンケー ト結果2
パズルに取 り組んでみて,
論理的な思考がで きた と思いますか?
1.で きた と思 う 22人(64.7%)
2.少 しで きたと思う 11人(32.4%)
3.あまりで きなかったと思う 0人(0.0%)
4.できなかったと思 う 0人(0.0%)
5.無 回 答 1人(2.9%)
無回答が1名 いたものの,クラスのほとんどの生徒が,
肯定的な評価をしたことから,本時のねらいとして設定
した 「論理的に考え,問題を考察することができる」 と
いう目標は達成 されたと考える。
自由記述欄に上がった生徒の意見 としては次のような
ものがあった。
・ゲーム として考 えていったので楽 しみなが らで きま し
た。
・初 めは,難 しい と思 っていたけ ど,相 手 の言葉 を ヒン
トに して考 える とわかったので,と て も楽 しかったで
す。 また,や ってみ たい と思 いま した。
・いつ もの授業 の ように書 いて考 えるのではな く,頭 の
中で考 えて,な んでそ うなるのか考 えるのが楽 しかっ
たです。
以上のことを踏まえて,今 回取 り上げた帽子のパズル
は数学的リテラシーを育む授業 として有効であると結論
付けられる。生徒からの自由記述には 「数学に楽 しく取
り組めた」「論理的に考えることができた」「今回の考え
方 を生か したい」 というような肯定的なものが多数あ
り,数学に対する積極性を培 うことにもつながったと考
える。
2,3モ ンテ ィホール問題(土 田)
モ ンテ ィホール問題 とは,モ ンテ ィホール ・ジ レンマ
とも呼 ばれ,モ ンテ ィホールが 司会 を務 め るアメ リカ
のTV番 組 「Let'smakeadeal」の中で行 われたゲ ーム
に関す る論争 に由来 してい る(ロ ーゼ ンハ ウス,2013)。
このゲームで は,3つ の ドアか ら1つ の当た りの ドアを
当てるのだが,司 会者が はず れの ドアを開けて見せ た後
に,最初 に選んだ ドアを変更す ることが出来 る。 この時,
ドアを変更 して もしな くて も当たる確率 は同 じである と
多 くの人が 間違 った考 え方 を していたため,数 学者 をも
巻 き込 んだ議論 に発展 した。 この ような直感 的確率が実
際 の確率 と食 い違 いが あ り,数 学 の楽 しさが実感 で きる
ような教材 開発 を意識 した。
2.3.1授業構成
高校数学A「 場合の数 と確率」の単元において,モ ン
ティホール問題 を題材 とした条件付 き確率の授業 を,1
時間(50分授業)構 成で考えた。モ ンティホール問題
を取 り入れた確率の授業は,多 くの先行実践がある。山
本(2011)では,中 学生を対象に モ ンティホール問
題を題材にして,実験を行って確率を確認 し,樹形図を
用いて説明する確率の授業が提案 されている。本実践で
は,高校生を対象に,条件付 き確率の導入 としてモンティ
ホール問題を取 り入れて,生徒の興味関心を引 き出す こ
とを狙いとする指導案を考えた。
この授業を通 して,数理ゲームに関する現実の事象を,
確率 を用いて考察することで,数 学的に判断する力や,
数学的に考えることの良さを感 じてほしいと考え,次 の
2点を学習 目標 とした。
2.3.2授業実践
本実践は2016年3月16日に福井県立藤島高等学校1
年3組 の生徒(38名)を対象に数学Aの 課題学習 とし
て行った。実践時に確率の単元は学習済みである。
数理ゲームに関する現実の問題を考えることによっ
て,条 件付 き確率を理解する。
・身近 な現象 につい て確率 を用 いて考 えるこ とによ
り,数学的な見方や考え方,数 学のよさを認識する。
は じめ にモ ンテ ィホール問題 の設 定 を提 示 した(図
10)。生徒 か ら 「その問題知 ってい る」 との声 もあが っ
たが,ほ とん どの生徒 は初 めて考 える問題 であった。生
徒 を一人指名 して,プ レイヤー となって もらい,教 師が
司会者役 となって大 きな トラ ンプ3枚 を使 って,実 際に
このゲームを行 って,全 員 にルールを確認 させ た。
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(問題1)
プ レイヤーの前に3つの ドアがあ り,1つの ドアの後
ろには景品の新車が,2つ の ドアの後 ろにはヤギ(は
ずれを意味す る)が いる。プ レイヤーは新車の ドアを
当てる と新車が もらえる。 プレイヤーが1つの ドアを
選択 した後,当 た りを知 っている司会者が残 りの ドア
の うちヤギがいる ドアを開けて見せる。 ここでプ レイ
ヤーは最初 に選んだ ドアを開けられていない ドアに変
更 してもよいと言われる。あなたな ら,ド アを変更 し
ますか?
図10.モンティホール問題
この問題では,直感的な確率 と実際の確率を誤解 しや
す く,生徒にとって驚きや新たな発見につながると考え,
直感です ぐに選択肢を選んで もらった。その結果,「ド
アを変更 しない」を選ぶ生徒が半数以上見 られた。
次に,実際の確率を確かめるために トランプを使った
実験 を行った。実験 は2人1組 になって,司 会者 とプ
レイヤーに分かれて行わせた(図11)。トランプ3枚(絵
札1枚,数字札2枚)を 使い,司会者は トランプをシャッ
フルした後,裏 向きに机の上に並べる。その中からプレ
イヤーは トランプを1枚選ぶ。司会者は選んでいない ト
ランプの中からはずれ(数字札)の トランプを表にして
見せる。そしてプレイヤーに選んだ トランプを変更する
場合 としない場合で,当 たり(絵札)を 引 くかどうかを
記録する。これを前半の5回 を変更あ り,後半の5回
を変更なしに固定 して10回繰 り返させた。実験の結果
を表5に示す。
たに提示 した。
表5.実 験の結果
変更しない 変更する
当た り 34 61
はずれ 61 34
合 計 95 95
(問題2)
なぜ変更 した方が当た りやすいのだろうか。
図11.実験の様子
は じめに選んだ ドアを変更す る場合 と変更 しない場
合,そ れぞれについて,当 たりを引 く数学的な確率を求
め,変更 した方が当たりやすい理由を考えさせた。すべ
ての場合を樹形図に書 き出して考える生徒や,変 更 して
当たるためには,最初にはずれの ドァを選べばよいこと
に気付 く生徒 もいた。また,変更なしで当たるには,最
初に当た りの ドアを選ぶ必要があるので,3分の1の 確
率で当たる。生徒の考えを発表 させて,生徒同士で共通
理解が出来るようにした(図12)。
図12.生徒の発表の様子
その結 果当た った割合 は,変 更 した場 合は約2/3,変
更 しない場合 は約1/3と な り,変 更 す る方 が約2倍 当
た りやす いこ とが確認 出来 た。 そ こで,問 題(2)を 新
最後にこの問題がモンティホール問題 という名前がつ
いている由来を説明して,新 たに病気の検査に関する条
件付 き確率の問題を提示 した。
(問題3)
ある病気にかかっているか判定する検査について考
える。この病気 は1万人に一人がかかる病気である。「病
気の場合,陽 性 と判定する確率」,「病気 でない場合,
陰性 と判定する確率」はともに99.9%である。
(1)この検査 を受けて,陽 性 と判断 される確率 を求め
よう。
(2)陽性 と判断 された場合,本 当に病気 にかか ってい
る確率 を求めてみよう。
解 答.陽 性 とな る事 象 をA,病 気 と な る事 象 をB
と表 す と,(1)(2)で求 め る確 率 はそ れ ぞ れ,P(A),
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P(BlA)=P(A∩B)/P(A)であ る。 ここで各事象 の確率
は表6で 表 され る。
表6.病気の検査問題
陽性(A)
一
陰性(A) 合計
病気
(B)
一
P(A∩B)
1
一 一
P(Af1B)
1
一
P(B)
1
xO.99910000XO.00110000
10000
病気 でない
(B)
一
P(A∩B)
.…
一 一
P(A∩B)
1
一
P(B)
・.・.
XO.001
10000
xO.999
10000 10000
合計 P(A)
一
P(A) 1
(1)は,病気(B)で陽性 になる時 と,病 気で な くて(B)
陽性 になる時が あるか ら,
P(a>=P(anB>+P(anB>
1 ・…=×0 .999+xO.0011000010000
10.998-0.0011
10000
よって,約0.11%の確 率である。
(2)は,陽 性(A)の 条件 の下 で病気(B)の 条件付
き確率P(BIA)を求める。
0.999
P(BIA)・P(AnBP(A))・1°°°°10
.998・ °.999108≒…91
10000
よって,約9%の 確率 である。
この問題 は,条 件付 き確率 の問題 を解 く際 に,ど の事
象 をA,Bと して,P(BIA)を求 めれ ば よい か を読 み取
れるか確 認す るために扱 った。生徒 の様子 を見 る と,2
つ の事象 を,陽 性(A)と 病気(B)と 表 す こ とが出来
た生徒 が少 な く,P(BIA)の定 義 を理解 して いる生徒 も
少 なか った。そ のため,教 員主導 で黒板 に表3の ような
考 え方 を示 し,解 法 を説 明 した。
2.3.3考察
授業のはじめの導入で,モ ンティホール問題のゲーム
を実際に行ったことで,普段の数学の授業 と違い,積極
的に参加する姿がみ られ,興味関心を引 き付けられたと
考える。また,ト ランプを使 った実験 を行ったことで,
ルールの理解につなが り,数学的な見方 ・考え方に気付
くきっかけになったのではないかと思 う。授業後の生徒
のアンケー トからは,「ゲームを取 り入れて実際に自分
たちでやってみたので,と ても理解 しやすかったし,面
白かったです。」や 「配 られる紙の中に,問題に対する
解答をのせずに僕達に説明の時間をくれたことはとても
ありがたかったです。また,今 回の授業で数学の実験 も
大事だなと感 じました。」とい う肯定的な感想が見 られ
た。
一方で,病気の検査問題では,ど のように場合分けを
行って解いていけばよいのかわからず,手 が止 まってし
まっている生徒が多 く見 られた。条件付 き確率について
理解を深めるためには,教 師が理論的な考え方を説明す
るだけでなく,生徒が 自分たち自身で実験の手順や方法
を生徒に考え,結果 をまとめていくことも重要だと考え
た。
今回の授業では,単 発(50分×1)の授業であったた
め,直感 と実際の確率の違いを体験 させて,数学の楽 し
さや面白さを感 じてもらうことを優先 した授業構成 を考
えた。そのため,条件付 き確率については理解 を深める
ことが出来ず,問 題3の 解決には繋が らなかったものと
思われる。問題2に 対 して,モ ンティホール問題 を条件
付 き確率を使って説明し,全体で共有することが必要で
あったように思 う。
2.41SBN(間庭)
ISBN(国際標準図書番号:InternationalStandardBook
Number)は,書籍 出版物の書誌 を特 定するための世界共
通の番号であ り,13桁の コー ド番号 によって表 される。
ISBNの教 材 化 につ い て,中 学 校 数 学 に お い て は,
方 程 式 の 応用 と して の実 践 が提 案 され て い る(大 澤
2007)。また,現 行 の指導 要領か ら数学Aに 設定 された
「整数の性質」の単元 には,発展的 な内容 として 「合同式」
を載 せ ている教科書 もあ り,合 同式 の応 用 と してISBN
を扱 った実践 も提案 されている(長 尾,2010)。
今 回の授業 実践 は,長 尾(2010)の提案す る授 業 を,
"数当てゲー ム"と い う形式 を取 り入 れ て行 った もの で
ある。
2,4.11SBNとチ ェックデ ィジッ ト
数研 出版 「数 学A」 の教 科書(坪 井 ほか,2011)の
ISBN「978-4-410-80117-4」を例 に と り,コ ー ド番号
につ い て説 明 す る。左 か ら3桁 の接 頭 数 字 「978」は
BOOKS(書籍 ・図書),4桁 目の 「4」は 日本(国 記号)
を表 し,日 本 国内で発行す る書籍 に付与 される記号 であ
る。 その次 の「410」は出版者(数研 出版)を表 し,「80117」
は出版者が発行す る固有 の書籍 出版物 を識 別す る要素 で
ある。最後 の 「4」は 「チェ ックデ ィジ ッ ト」 と呼 ばれ
る ものである。
ISBN978-4-410-80117-4
接頭数字一国一出版者一書名一チェックデ ィジット
※各要素の桁数は,地 域や出版者によって変化する。
チェ ックデ ィジ ッ トは,
決 め られている。
13桁のISBNでは次 の ように
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左 か らi桁 目 をa、 と表 す と,
ア 　
Σ の・-1+3Σ砺 一 ・(m・d1・)
i=1i=1
を満 た す よ う にaisを定 め る 。
この ようにチ ェ ックデ ィジ ッ トを決 める こ とで,読
み取 りや入力 な どの際 に起 こる番 号 の間違 い をあ る程
度防 ぐこ とがで きる。 なお,ISBNが13桁 になったのは
2007年か らで あ り,2006年まで は10桁 の もの が使用
されていた(現 在 で も両方 を併記 して使用す るこ とが あ
る)。10桁のISBNには書 籍 を表 す接 頭 数 字 「978」が
な く,末 尾 のチ ェ ックデ ィジ ッ トは次 の ように決 め られ
ている。
・整数の性質を活用 して数当てゲームができる
を設定 した。評価方法は,授業中に配るワークシー トの
記述の度合いと授業後のアンケー トによる。
左からノ桁 目をあ と表す と,
ユ　
Σ ノ吻 一 ・(m・dll)
ノ=1
を満 たす よ う にわ1。を 定 め る 。
た だ し,b,。=10の時 はbl。=Xと 置 き換 え て 表 記 す る 。
いま,ISBN「978-4-410-80117-4」の左 か ら8桁 目の「8」
が分 か らない とす る。8桁 目を 「x」とお き,先 ほ どの
チ ェ ックディジ ッ トの計算式 に代入す る と,
9+1+8+2+4+3+0+3x+0+3+1+1+4
3x+6=0(mod10)
⇔3x≡4(modlO)
とい う式 が得 られ る。 この式 を満 たすx(0≦x≦9)を
考 え る と,x=8が 見 つ か る。 この よ うに して,ISBN
コー ドは分か らない数字が1桁 あ って も,そ の数字 を当
てるこ とが で きる(10桁 のISBNコー ドにお いて も同様
に して数字 を当てるこ とが で きる)。
2,4.3授業実践
2016年3月16日に福井県立藤島高等学校1年6組(37
人)の 生徒 を対象 に,数 学A「 整数 の性質」 の単元 の課
題学習 として50分 の授業 を行 った。
まず,身 近 にあ る本 のISBNに注 目させ た。そ の後,
ISBNの1桁を隠 した もの を生 徒 に教 えて も らい,2.4.1
に示 した方法 で授業 者が隠 した1桁 を当て るとい う簡単
な"数 当てマジ ック"を 披露 して導入 とした。
次 に,ス ライ ドと黒板 を用 いてISBNの概 要 とチ ェ ッ
クデ ィジ ッ トの定 め方 を確認 し,マ ジ ックの種 明か しを
した。 なお,チ ェ ックデ ィジ ッ トの定 め方 は定義式 を見
せ るのではな く,具 体 的な数値 を用 いて計算方法 を伝 え
た(図13)。
チェックディジットの決め方(例)
ISBN「978・4-410・80117-4」で は,
ISBN 9 7 8 4 4 1 0 S 0 1 i r 4
1軸 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 i 3 1
X 9 21 h tz 4 0 0 24 n 3 1 21 4
mod10 9 1 s 2 4 3 n 4 n 3 1 1 4
9十1十8十2十4十3十 〇十4十〇十3十1十1十4≡0(mod10),
が成 り立っ ように13桁目(チェ ックディジ ット)の「4」が決め られてい る。
っ まり,左から奇 数番 目の数字 の和 に,偶数番 目の数字に3を掛 けた もの を
加えて,10の倍数になるよ うにする。
2.4.2授業構成
数学A「 整数 の性質」 の単元 にお いて,ISBNコー ド
を用 い た"数 当てゲ ーム"を 主軸 とした1時 間の授 業 を
構成 した。 この授業 にお ける本時 のね らいは次 の ように
設定 した。
図13.授業で使 ったスライ ドの一部
その後,隣 同士 でISBNを使 った数 当てゲー ムを して
もらった。計算 ミスを している生徒 もいたが,生 徒 のほ
ぼ全員が数 を当て られた(図14)。
身近な書籍 に付与 されているISBNコー ドを使 った数当
てゲームをす るなかで,合 同式 を活用 して,合 同式 を
用いることの実用性 ・有用性 を実感させ る。
また,評 価 の観点 として,
・身近 な書籍 に付与 されているISBNに興 味を持 つ
・ISBNのチェ ックデ ィジ ッ トの計算 を合 同式 を利用 し
て行 うこ との よさを理解 している
図14.授業風景1
次 に,10桁 のISBNの説 明を行 った。 日本 で出版 され
た書籍 に付与 されてい る13桁 のISBNは,以 下 の手順
で10桁 のISBNに変換 で きる。
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例.ISBN「978-4-410-80117-4」(13桁)を10桁に 変
換 す る方 法
手 順1:接 頭 数 字(978)と チ ェ ッ ク デ ィ ジ ッ ト(4)
を消 去 す る→ 「4-410-80117」
手 順2:残 っ た 数 字 を 新 た に左 か らbl,bz,…,bgとし
て,10桁 のISBNの計 算 式 に 当 て は め て チ ェ ッ ク デ ィ
ジ ッ トbl。を 計 算 す る(bl。はxと 置 い て お く)。
表7.計 算表
ISBN 4 4 1 0 8 0 1 1 7 x
重み 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 4 8 3 0 40 0 7 8 63 lOx
mod11 4 8 3 0 7 0 7 8 8 lOx
4+g+3+0+7+0+7+g+g+IOx
=10x+1=0(mod--)
X10x=10(mod--)
こ の 式 を 満 た すx(0≦x≦10)を 考 え る と,唯 一 つ の
解x=1が 見 つ か る 。
手 順3:求 め たxを 手 順1の 右 端(10桁 目)に お け ば
完 成 → 「4-410-80117-1」
授業の最後に,「チェックディジッ トは,計 算方法は
異なるが,ISBNだけでなく学生番号や受験番号にも付
与 されていて,誤入力や偽造の検知等に役立っています」
と言い,「整数の性質」の有用性 を強調 して授業を締め
くくった。
2,4.4評価 と考察
授業 後 にアンケー トを実施 した。 なお,無 回答者 が2
人 いて,回 答者 は35人 であ る。難 易度 と題材 につ いて
の興味 を尋 ねた結果 は以下 の通 りである(表8,9)。
表8.ア ンケー ト結果
あなたにとって,今 回の授業の難易度は?
難しすぎる 0人(0%)
難 しい 0人(0%)
ふつ う 20人(57.1%)
易 しい 15人(42.9%)
易しすぎる 0人(0%)
表9.ア ンケー ト結果
この手順を,生徒たちには黒板上で説明した(図15)。
図15.授業の板書の一部
その後,生 徒の手元 にある13桁 のISBNを10桁 に変
換 させ て,1人 の生徒 に前 に出て計算手順 を発表 させた。
ここで も計算 ミスをす る生徒 はいる ものの,や り方が分
か らない とい う生徒 は見受 け られなかった。
ここまで を終 えて,13桁 の数 当て ゲー ムの時 も,13
桁→10桁 の変換時 のチ ェ ックデ ィジッ ト決 定の際 に も
「なぜ,答 えがい つで も1つ に決 まったの か?」 とい う
疑 問 を提示 した。 その答 え と して,次 の定理 が数 学A
で学 ぶ整 数の性 質 か ら導 かれ る ことを紹 介 して,ISBN
は 「整数 の性質」 に支 え られている とい うこ とを伝 えた
(坪井ほか,2011)。
あなたに とって,今 回の授業 で扱 った
「ISBNコー ド」 に関す る内容 は?
非常に興味深い 3人(8.6%)
興味深い 22人(62.8%)
ふつ う 7人(20.0%)
あまり興味深 くない 3人(8.6%)
つ ま らない 0人(0%)
表8よ り,半数近 くの生徒が授業の難易度を 「易 しい」
と感 じてお り,また表9よ り多 くの生徒がISBNコー ド
に対する興味 を持って授業 を受けていたことが分かる。
また,自 由記述欄には,
・意外に身近なところで 「整数の性質」が使われていて
驚 きました
・整数の分野に対 し苦手意識があったが,お もしろさを
感 じられよかった
などの肯定的な感想が多数みられ,
・ゲーム感覚でできて楽 しかったです
という感想 もあった。一方で,表9に おいて 「あまり興
味深 くない」 と回答 した生徒 も少数見 られる。 これは授
業者 による数当てゲームのルール説明やISBNについて
の説明が授業者の説明が冗長になってしまったことが原
因であると考えられる。実際 それが原因で手持ち無沙
汰な生徒 も見受けられた。
定 理1.a,b,mは 整 数 でm>0と す る。aとmは 互 い に
素 で あ る と き,
ax=b(modm)
を 満 た す 整 数xがmodmで 唯 一 つ 存 在 す る 。
3.終わ りに
我々は,現実 と数学の結びつきや数学の有用性が実感
できるような教材を開発することを目的に,今 回4つ の
教材を開発 し実践を行った。
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ハノイの塔の実践では,課題に対 して既習知識を使お
うとする姿が見 られ,生徒 自ら課題を解決できた。帽子
のパズルの実践においても,論理的に考えることのよさ
に気付 く生徒の姿が見受けられた。題材に興味を持つこ
とによって,生徒が授業の課題を解決 しようとする積極
的な態度が生まれたのだと考える。モンティホール問題
やISBNの実践 において も,生徒が課題 に魅力を感 じ,
興味を持って授業に取 り組み,積 極的に課題を解決 しよ
うとする姿が見受けられた。ここで,4つの実践に共通
していることは,数理ゲームを題材 とすることで,生徒
が題材事態に興味を持ち,積極的に授業に参加する姿が
見 られたことである。つまり,我々が設定 した 「どのよ
うな授業によって,生徒に数学における興味 ・関心の向
上 を促すことができるか」 という課題に対 して,数 理
ゲームを題材 とすることにより一定の効果があったとい
える。
これらのことから,数理ゲームを題材 とする授業の成
果 として,日本の数学教育の課題である数学に対する情
意面の改善が期待でき,それと共に数学の有用性や必要
性を生徒が実感 しやすいことがわかった。
また,本稿で取 り上げた授業は数学的リテラシーを育
むという目的にも一定の効果があったといえる。特 に,
帽子のパズルの実践において生徒からの自由記述で 「論
理的に考えることがで きた」「今回の考え方 を生か した
い」 というような肯定的な意見があり,数学に対する有
用性を感 じるきっかけになっていると考えることができ
る。 しか し,授業者の技能が未熟であること,また,4
つの実践のうち3つが1単 位時間のみの単発の授業であ
るため,時間的な制約があったこと,この2点 において,
実践が十分ではない。こうした授業を,カ リキュラムの
中にどのように位置付けるかという点が課題である。
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